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Exercice 1. Soit f : F — F une application. Que signifient les expressions suivantes ?

e Vz e E, JyeF, f(r) =y. Cette expression signifie que tout élément de E possede
une image dans F' par l'application f, i.e. :

f est définie sur F tout entier.

e Jy € F, Vx € E, f(x) = y. Cette expression signifie que tous les éléments de F
possedent la méme image dans F' par I'application f, i.e. :

f est constante sur E.

e Vy € F, dx € E, f(x)=1y. Cette expression signifie que tout élément de F' possede
un antécédent dans F par I'application f, i.e. :

f est surjective.

e dJr € E, Vy € F, f(x) = y. Cette expression signifie que tous les éléments de F'
possedent le méme antécédent dans E par I'application f. Ce fait ne peut étre vrai
que si F' ne contient qu'un seul élément, i.e., ' = {y} car f est une application et
donc un élément de E ne peut avoir plus d’une seule image.

Exercice 2. Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E.
1. Montrons que : AN (BUC)=(ANB)U(ANC). Soit = € E.
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2. Montrons que : AN (BUC) =(ANB)U(ANC). Soit z € E.
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3. Simplifier 'expression :
(AUBUC)N(AUB)N(AuC)N(BUC)
Exercice 3. Soient f: R — R et g: R, — R, les fonctions définies par :
f(z) =2x+ 1.
g(z) =V2z + 1.

1. f et g sont-elles bijectives ?
— f est injective ? Soient x1, x5 € R.

f(I1> = f(ZEQ) =201+ 1=2x+1= 2r; =229 = 11 = T9.
— f est surjective 7 Soit y € R

—1
y:f(a:):>y:2:c+1$x:yT
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Comme 'expression 7= est définie Vy € R on pourra alors écrire :

-1
Yy € R, Ela::yTeR/y:f(x).

Donc, f est surjective.
— g est injective ? Soient xq,x9 € R .

g(x1) = g(x2) = V21 +1 =200+ 1 = V221 = V229 = 221 = 209 = 11 = Iy
— g est surjective ? Soit y € R,..
(y—1)°
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Pour que x € R, if faux que (y;1)2 > 0,1i.e.:y > 1.1l s’ensuit que siy € [0, 1[C Ry
alors y n’a pas d’antécédent dans R, et de ce fait g n’est pas surjective.

y=g@)=y=V2r+l=y—1=V2r=(y—10 =2r=>z=

2. Calculer f~! et ¢! et donner leurs domaines de définition.
f est bijective. Elle est donc, inversible et son inverse f~! est définie sur f(R) = R).
y—1
y:f(:v):>y:2x+1:>x:T

Donc,

De méme, g est injective et surjective sur g(Ry) = [1, +o0[ et donc, inversible et son
inverse g~! est définie sur g(R;) = [1, +-00].

—1)2
y=yg(r)=>y= 2m+1:>x:%

Donc,
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3. fog est la composition de deux fonctions injectives donc elle est injective.

g f
Ry — [I,+o0[CR — f([1,+00]) = [3, +o0]

1

fog est surjective sur [3, +o00[ donc elle est inversible et son inverse (fog) ™" est définie

sur [3, 400l
On a: (fog)™' =g tof~! (voir Pexercice N 5 de la série N 2).
! g
[37 —I—OO[ - [17+OO[ - R+
Enfin,
(fog)™H(z) = (97 of " )(x) = g~ (f ()
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Exercice 4. On définit dans Z la relation suivante :
aRb & dkeZ, a—b=>5.k.

1. Montrons que R est une relation d’équivalence sur Z.
— Réflexivité : Soit a € Z.

a—a=0=50 (k=0) = aRa
= R est réflexive.
— Symétrie : Soient a, b € Z.
aRb= 3k €Z, a—b=>5k
= b—a=>5(—k) =5k avec (K = —k) = bRa
= R est symétrique.

— Transitivité : Soient a, b, c € Z.

aRb dk € Z, a — b =5k a—0b=>5k
et = et = et
bRc k' € Z, b—c =5k b=>5k+c¢

=a— (bk'+¢)=5bk=>a—c=5(k+k)=5k"avec (K" =k+ k) = aRec
= R est transitive.

Donc R est une relation d’équivalence (congruence modulo 5).



2. Classe d’équivalence de O :
0={acZ /aR0})={acZ/3kEZ a—0=5k}

—{a€Z/3kel, a=5ky={5k keZ}={ .., —15-10,-5,0,5,10,15,...}.

Classe d’équivalence de 1 :

1={a€Z,/aRl}={a€Z/3IkEZ, a—1=5k}

—{a€Z/3kel a=5k+1}={bk+1, keZ}={...,—14,-9,-4,1,6,11,16, ...

Exercice 5. Calcul des limites :
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